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Dalam pelaksanakan pembangunan tidak akan terlepas dari 
adanya resiko-resiko pada kegiatan tersebut. Oleh karena itu untuk 
menanggulangi resiko-resiko yang akan terjadi dibutuhkan sebuah 
simulasi pada pembangunan tersebut. Simulasi merupakan bagian 
penting dalam ilmu pengetahuan maupun dalam pembangunan 
khususnya pembangunan dalam bidang keairan. Pembangunan dalam 
bidang keairan tidak luput dari permasalahan aliran fluida. Dalam 
menyelesaikan permasalahan tersebut banyak metode yang dapat 
digunakan. Misalkan, metode karakteristik, metode perbedaan hingga. 
Namun penggunaan metode-metode tersebut masih menemui banyak 
kekurangan. Metode lain yang dapat digunakan dalam simulasi ini 
adalah FEM yaitu finite element method (metode elemen hingga). 
Metode elemen hingga saat ini telah digunakan dalam berbagai rekayasa 
hidrolika karena tingkat akurasi dan fleksibilitasnya dalam menangani 
masalah geometri dan model material yang baik. 
Pada penggunaan metode elemen hingga dilakukan 
pendiskritisasian domain awal menjadi bagian kecil guna 
menyederhanakan penyelesaian masalah aliran fluida pada pintu air. 
Sehingga solusi pada permasalahan aliran fluida dengan menggunakan 
metode elemen hingga dapat ditemukan. Selanjutnya simulasi terhadap 
perhitungan tersebut dilakukan dengan mengggunakan software 
MATLAB. Oleh karena itu dapat diperoleh simpulan mengenai 
kesesuaian penggunaan metode elemen hingga pada permasalahan aliran 
fluida berdasarkan penelitian yang telah dilakukan sebelumnya. 
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In the development will not be separated from the risks in 
carrying out of the development. Therefore, to cope with the  risks that 
would be happen it needs a simulation of the development. Simulation is 
an important part of science as well as in development, especially in the 
areas inundated. Development in the areas inundated not escape from 
the problems of the flow of a fluid. In resolving these problems are 
many methods that can be used. For example, the method of 
characteristics, method of finite difference. However, the use of these 
methods are still a lot of problems. Another method that can be used in 
this simulation is the finite element method (FEM). The finite element 
method is now used in a variety of engineering hydraulics because of the 
level of accuracy and flexibility in dealing with the geometry and 
material models are quite good.  
In finite element method will be do the discretization on the 
initial domain into smaller parts in order to solve the problem of fluid 
flow in the sluice gate in a simple step. So the solution of the fluid flow 
problems using the finite element method can be found. Furthermore, by 
using MATLAB will do the simulation of this problem. Therefore, it can 
be concluded regarding the suitability of use of the finite element 
method in problems of fluid flow based on research that has been done 
before. 
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Pada Bab I akan dilakukan pembahasan mengenai latar 
belakang pada penulisan Tugas Akhir. Pada bab ini akan 
dijelaskan mengenai identifikasi suatu permasalahan pada topik 
simulasi aliran air menggunakan metode elemen hingga. Oleh 
karena itu akan diberikan rumusan masalah serta batasan-batasan 
pada topik tersebut. Sehingga  dapat mudah dimengerti mengenai 
tujuan dan manfaat akan penulisan Tugas Akhir ini. 
 
1.1 Latar Belakang Masalah 
Ilmu hidrolika merupakan bagian penting yang tak dapat 
dipisahkan dalam bidang pembangunan keairan. Perkembangan 
ilmu hidrolika telah memungkinkan pembangunan bangunan 
keairan misalnya bendungan, saluran irigasi, penanggulangan 
banjir dan lahar, penahan erosi sungai dan pantai, pelabuhan, 
bangunan pantai, dan sebagainya mengalami kemajuan dengan 
pesat. Pertumbuhan tersebut terkait erat dengan peran simulasi 
hidrolik dalam membuka wawasan menyangkut fungsi dan 
keamanan bangunan keairan serta lingkungannya. Sebuah 
simulasi dibutuhkan untuk menghindari adanya kesalahan dalam 
melakukan kegiatan pada kondisi yang nyata sehingga resiko 
yang bisa terjadi saat melakukan pembangunan dapat dikurangi. 
Simulasi dapat dilakukan dengan menyelesaikan sebuah model 
matematika dari permasalahan yang akan di kerjakan. Akan tetapi 
masih terdapat banyak ketidakakurasian data hidrologi hasil 
konservasi yang kurang tepat. Hal ini menyebabkan sebuah model 
matematika dan hasil simulasinya yang diragukan kebenaranya. 
Selain itu tidak semua model matematika dapat menirukan semua 
perilaku dari sebuah sistem sehingga diperlukan asumsi yang 
membatasi kinerja model matematikanya [5]. 
Persamaan matematika memerlukan cara-cara numerik 
agar dapat diselesaikan. Namun dalam menentukan penyelesaian 
model matematika tidak akan mudah dan sering kali menemui 
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berbagai kesalahan. Misalkan saja dalam menyelesaikan 
persamaan aliran free surface pada pintu air yang merupakan 
persamaan diferensial parsial. Persamaan tersebut dapat 
diselesaikan menggunakan metode karakteristik. Dalam hal ini 
metode karakteristik menyelesaikan persamaan differensial 
parsial dengan mengubahnya menjadi persamaan total diferensial 
sehingga dikatakan lebih akurat. Namun sayangnya metode ini 
tetap memerlukan usaha interpolasi jika digunakan dalam skema 
grid sehingga mengurangi akurasinya [5]. Metode perbedaan 
hingga juga dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan 
aliran free surface pada pintu air tersebut. Dengan metode ini 
persamaan differensial akan diaproksimasikan dengan 
menggunkan deret Taylor. Namun penggunaan metode ini akan 
mengurangi keakurasian hasilnya dikarenakan titik-titik mesh 
pada metode ini sukar ditempatkan pada bentuk geometri yang 
kompleks [4]. 
 Metode lain yang dapat digunakan untuk menyelesaikan 
persamaan aliran permukaan bebas(free surface) tersebut adalah 
metode elemen hingga. Metode elemen hingga saat ini telah 
digunakan dalam berbagai rekayasa hidrolika karena tingkat 
akurasi dan fleksibilitasnya dalam menangani masalah geometri 
dan model material yang cukup baik. Pada tugas akhir ini akan 
dilakukan perhitungan untuk menyelesaikan masalah aliran air di 
bawah pintu air dengan menggunakan FEM (Metode Elemen 
Hingga). Metode tersebut akan digunakan untuk mendapatkan 
medan aliran pada pintu air.  
  
1.2 Rumusan Masalah 
Rumusan masalah dalam usulan Tugas Akhir ini adalah 
sebagai berikut : 
1. Bagaimana melakukan diskritisasi pada masalah aliran 
fluida dengan menggunakan FEM? 
2. Bagaimana menentukan penyelesaian masalah aliran 
fluida pada pintu air dengan menggunakan FEM? 
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3. Bagaimana kesesuaian interpretasi hasil analisa dari 
model tersebut beserta simulasinya menggunakan metode 
yang telah ditentukan ? 
 
1.3 Batasan Masalah 
 Batasan masalah pada usulan Tugas Akhir ini adalah:  
1. Menerapkan FEM dengan elemen rektangular dalam 
menentukan penyelesaian pada masalah aliran fluida. 
2. Aliran air pada model diasumsikan sebagai aliran 
laminer, incompressible, inviscid, irrotational. 
3. Tinggi hulu air        dan dipilih empat bukaan pintu 
yang berbeda dengan tinggi       ,         ,        , 
dan         . 
4. Lebar pintu air diasumsikan sama dengan lebar sungai. 
 
1.4 Tujuan 
 Tujuan dalam usulan Tugas Akhir  ini adalah :  
1. Melakukan diskritisasi pada masalah aliran fluida 
menggunakan FEM. 
2. Menentukan penyelesaian pada masalah aliran fluida 
pada pintu air dengan menggunakan FEM. 
3. Mengetahui kesesuaian intrepetasik hasil analisa dari 
model tersebut beserta simulasinya. 
 
1.5 Manfaat 
Manfaat dari usulan Tugas Akhir ini adalah : 
1. Membantu mempelajari cara melakukan diskritisasi pada 
masalah aliran fluida dengan menggunakan FEM. 
2. Memberikan pengertian terhadap cara-cara 
menyelesaikan masalah aliran fluida dengan 
menggunakan FEM. 
3. Memberikan pengetahuan akan kesesuaian hasil FEM 





1.6 Sistematika Penulisan Tugas Akhir 
Sistimatika penulisan dalam laporan Tugas Akhir ini adalah 
sebagai berikut : 
 
1. BAB I PENDAHULUAN 
Pada bab I akan dijelaskan mengenai latar belakang 
penyusunan Tugas Akhir, rumusan masalah, batasan 
masalah, tujuan serta manfaat dan sistematika penulisan 
laporan Tugas Akhir. 
 
2. BAB II DASAR TEORI 
Pada bab ini akan dijelaskan mengenai landasan teori 
yang mendukung dalam penulisan Tugas Akhir ini, antara 
lain teori mengenai penggolongan aliran fluida, metode 
elemen hingga serta konsep-konsep dasar metode elemen 
hingga yang digunakan untuk mensimulasikan aliran fluida. 
 
3. BAB III METODOLOGI 
Pada bab ini akan dijelaskan mengenai langkah-langkah 
sistematis dalam penyelesaian Tugas Akhir. 
 
 
4. BAB IV ANALISIS DAN PEMBAHASAN 
Pada bab ini akan dijelaskan mengenai model aliran 
fluida di bawah pintu air, diskritisasi domain pada model 
serta penyelesain numerik dan simulasi aliran pada model 
aliran air pada pintu air. Dalam hal ini juga akan dijelaskan 
secara mendalam mengenai hasil simulasi dengan 





5. BAB V KESIMPULAN DAN SARAN 
Pada bab ini akan dijelaskan suatu kesimpulan yang 
diperoleh berdasarkan hasil simulasi dengan menggunakan 
software MATLAB. Pada bab tersebut juga akan diberikan 


















































Pada bab ini akan dibahas mengenai dasar teori yang 
digunakan dalam penyusunan Tugas Akhir. Dasar teori tersebut 
akan menjadi bahan utama dalam penyusunan Tugas Akhir ini. 
Dimulai dari penggolongan aliran fluida hingga perhitungan 
properti elemen dalam menyelesaikan model matematika pada 
aliran fluida beserta simulasinya pada software MATLAB. 
 
2.1 Model Matematika pada Aliran Permukaan Bebas 
Aliran air dibawah pintu air pada struktur hidrolik atau 
bendungan dapat dianggap menggunakan model aliran potensial. 
Pada model tersebut aliran fluida diasumsikan sebagai aliran yang 
bersifat inviscid, mampat dan irrotasional. Oleh karena itu aliran 
fluida dapat didefinisikan sebagai fungsi kecepatan potensial pada 
2D dengan kondisi steady state atau sebagai fungsi aliran yang 
merupakan persamaan Laplace yaitu 
 
   
   
 
   
   
   (2.1) 
 
Dimana   merupakan fungsi aliran dan komponen kecepatan 
pada persamaan tersebut yang dinyatakan sebagai 
 
    
  
  




Sebuah aliran fluida yang melewati pintu air ditunjukkan pada 
Gambar 2.1.  
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Gambar 2.1. Skema Aliran yang melewati pintu air [3] 
 
 
Gambar 2.1 merupakan gambar skema aliran air yang melewati 
pintu air. Berdasarkan Gambar 2.1 air masuk melalui input 
section (bagian masukan air) dengan kecepatan seragam     dan 
keluar melewati output section (bagian keluaran air) dengan 
kecepatan seragam     . Air yang melewati dua bagian tersebut 
diasumsikan sebagai aliran laminer sehingga tidak akan terjadi 
perpotongan antara garis alir pada aliran air. Dalam hal ini 
tekanan air di asumsikan konstan pada permukaan bebas.  
Berdasarkan asumsi bahwa aliran bersifat inviscid dan 
irrotasional maka persamaan bernouli dapat digunakan untuk 
menentukan tekanan pada setiap titik dari medan aliran. 







     (2.3) 
 
Dimana   adalah kecepatan,   percepatan gravitasi,   adalah 
tekanan fluida,   adalah massa jenis fluida dan,   adalah 
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konstanta Bernouli. Dalam hal ini dua kondisi batas harus 
terpenuhi pada permukaan bebas secara bersama-sama. Kedua 
kondisi batas tersebut adalah kondisi pada saat kecepatan normal 
fluida bernilai nol serta pada saat tekanan fluida bernilai nol. 
Kondisi pertama (kecepatan normal nol) menyatakan bahwa 
permukaaan bebas adalah jalur aliran fluida yang melewati pintu 
air dan oleh karena itu fungsi aliran pada kondisi tersebut bernilai 
konstan dengan     pada permukaan bebas. Dimana pada hilir 
berdasarkan Gambar 2.1. merupakan permukaan bebas dengan   
adalah debit aliran. Kondisi batas yang kedua (nilai tekanan nol) 
dinyatakan pada persamaan Bernouli (2.3) diatas yakni saat 




 √  (   ) (2.4) 
 
pada permukaan bebas. Persamaan (2.4) merupakan kondisi batas 
yang dinamis pada tekanan nol dan harus digunakan sebagai 
kondisi batas natural pada permukaan bebas. 
Pada bagian masukan dan keluaran dapat dianggap jauh 
dari pintu bendungan oleh karena itu kecepatan fluida pada 
bagian ini dapat diasumsikan saling tegak lurus pada kondisi 
batas (2.4). Dengan kata lain, komponen tangensial dari 
kecepatan pada kondisi ini akan bernilai nol. Oleh karena itu 





   (2.5) 
 
pada bagian masukan fluida dan keluaran fluida yang mengalir. 
Mengingat bahwa   adalah debit aliran maka kondisi 
batas pada pintu air dan pada dasar air berdasarkan Gambar 2.1 
dapat dinyatakan sebagai berikut 
 




pada pintu (gate) air dan 
 
    (2.7) 
 
pada dasar air. Dengan catatan bahwa   pada model matematika 
aliran permukaan bebas adalah debit aliran yang tak diketahui 
nilainya dan harus ditemukan nilainya pada penyelesaian model. 
 
2.2 Penelitian Pendahulu 
 Penelitian mengenai aliran fluida pada permukaan bebas 
telah dilakukan sebelumnya dalam buku yang berjudul Bentuk 
Profil Aliran Fluida Dipermukaan Bebas Berlapis Tiga yang 
Dipengaruhi Oleh Suatu Penghisap, Gravitasi bumi dan Shear 
Stress [2]. Pada buku tersebut didapatkan bentuk profil aliran 
fluida pada permukaan bebas yang dipengaruhi oleh suatu 
penghisap, gravitasi bumi, dan shear stress dengan menggunakan 
metode integral batas. Dapat diketahui juga pada buku ini  bahwa 
pengaruh bilangan Weber pada profil aliran fluida di permukaan 
bebas sangat kecil dan fluida pada daerah pencemar menyempit 
[2]. 
 Pada penelitian lain yaitu dalam buku yang dituliskan 
oleh Nuril Anwar dengan judul Model Aliran Pertemuan Dua 
Sungai yang Mempunyai Sudut Sebarang menyatakan bahwa 
penambahan bilangan Froude baik dibawah aliran subkritik 
maupun pada aliran superkritik akan menyebabkan perubahan 
yang signifikan terhadap hasil rasio kedalaman baik pada sungai 
utama maupun anak sungai, yaitu semakin tinggi nilai bilangan 
Froude akan menyebabkan penururnan nilai puncak pada masing-
masing saluran [1]. 
 Penelitian aliran air pada pintu air juga telah dilakukan 
oleh Mohammad javad kazemzadeh menggunakan smoothed 
fixed grid finite element method (SFGFEM). Pada penelitian 
tersebut menyatakan bahwa bentuk akhir pada permukaan bebas 
beserta garis alir  untuk tinggi pintu air sebesar        dapat 
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dilihat pada Gambar 2.2. Dalam hal ini permukaan bebas 
terbentuk sebagai suatu garis aliran pada pintu air. Kesimpulan 
yang diperoleh pada jurnal menyatakan bahwa SFGFEM dapat 
digunakan dalam menyelesaikan permasalahan aliran fluida pada 
pintu air. Kesimpulan tersebut didapatkan berdasarkan hasil yang 
diperoleh dengan menggunakan metode elemen natural dan 
metode elemen batas tidak memiliki perbedaan yang signifikan 
jika dibandingkan dengan SFGFEM. Nilai awal fungsi aliran 
yang diasumsikan pada jurnal ini adalah sebesar           [3]. 
Nilai tersebut sesuai dengan kondisi batas model matematika 
fungsi aliran yang terjadi pada permukaan bebas dan pada pintu 
air. Perbandingan SFGFEM, metode elemen natural, dan metode 
elemen natural dapat dilihat pada Gambar 2.3. 
 
 




Gambar 2.3. Perbandingan hasil simulasi menggunakan NEM, SFGFEM, dan 
BEM dengan empat tinggi pintu yang berbeda [3] 
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2.3 Penggolongan Aliran Fluida 
 Aliran fluida dibagi menjadi dua yaitu aliran inviscid dan 
aliran viscous. Aliran inviscid adalah aliran yang memiliki 
kekentalan sangat kecil mengalir tanpa gesekan dan tak mampu 
mampat. Aliran fluida inviscid dibagi menjadi aliran 
incompressible dan aliran compressible. 
a. Aliran Fluida Incompresible. 
 Aliran fluida incompresible adalah Aliran yang memiliki 
variasi kerapatan relatif kecil dan dapat diabaikan [2]. Sebagai 
contoh aliran yang bersifat incompressible adalah aliran udara. 
Hal ini disebabkan aliran udara memiliki kecepatan yang 
relatif kecil dibandingkan dengan kecepatan suara [7]. 
b. Aliran Fluida Compressible 
 Aliran compressible adalah aliran yang memiliki variasi 
kerapatan sepanjang medan aliran yang relatif besar [2]. Aliran 
compressible sering digunakan dalam aplikasi teknik. Sebagai 
contoh aliran udara terkompresi pada alat-alat listrik yang 
digunakan oleh dokter gigi dan sistem penginderaan. Efek 
kompresibilitas sangat penting dalam desain pesawat 
berkecepatan tinggi, persenjataan rudal, alat pembangkit 
listrik, kipas dan peralatan kompressor [7]. 
 
 Sedangkan aliran viscous yang mengalir dengan adanya 
suatu  gesekan dibagi menjadi aliran laminer dan aliran turbulen. 
a. Aliran Laminar 
Dalam aliran laminar partikel-partikel zat cair bergerak 
teratur mengikuti lintasan yang sejajar [1]. Pada aliran ini 
tidak terjadi percampuran lapisan air yang berdekatan. 
Dalam hal ini garis alir dari aliran tersebut muncul sebagai 
satu warna yang sejajar. Misalkan saja asap lurus yang 
keluar dari pembakaran rokok adalah salah satu contoh dari 
aliran laminer [7]. 
b. Aliran Turbulen 
Aliran yang terjadi pada aliran turbulen adalah aliran dimana 
partikel-partikel zat cair bergerak tidak terartur [1]. Pada 
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aliran ini terjadi percamuran makroskopik aliran air yang 
berdekatan. Dalam hal ini suatu garis alir yang terjadi 
menyebar dengan cepat  pada seluruh medan aliran. 
Sehingga garis alir memecah menjadi benang kusut yang 
tercampur. Sebagai contoh pada aliran turbulen adalah saat 
asap rokok semakin naik maka asap tersebut akan memecah 
ke segala arah menyerupai benang kusut yang tercampur [7]. 
  
2.4 Metode Elemen Hingga 
Metode elemen hingga adalah salah satu metode yang 
banyak digunakan untuk mendapatkan penyelesaian dari 
persamaan differensial biasa maupun persamaan differensial 
parsial. Pada mulanya metode elemen hingga digunakan untuk 
memecahkan permasalahan pada mekanika benda padat, namun 
metode elemen hingga kini telah merambat pada pemecahan 
masalah engineering yang lain seperti perpindahan panas, getaran 
dan fluida. 
Proses inti dari metode elemen hingga adalah membagi 
permasalahan-permasalahan yang kompleks menjadi bagian-
bagian kecil dimana akan mudah ditemukan solusi pada bagian-
bagian tersebut. Selanjutnya akan dilakukan penggabungan solusi 
dari masing-masing bagian tersebut sehingga solusi dari 
permasalahan yang kompleks akan diperoleh [4]. 
Metode elemen hingga adalah sebuah metode numerik 
dalam menyelesaikan sebuah permasalahan yang dibentuk oleh 
persamaan diferensial ataupun teorema energi. Dua karakteristik 
utama yang mebedakan metode elemen hingga dengan metode 
yang lain adalah sebagai berikut: 
1. Metode ini memanfaatkan sebuah formulasi integral guna 
memperoleh bentuk umum sebuah sistem persamaan aljabar. 
2. Metode elemen hingga menggunakan fungsi sepotong-
sepotong yang kontinu untuk memperoleh pendekatan dari 




Metode elemen hingga dapat dibagi menjadi baberapa 
langkah utama yakni: 
1. Diskritisasi domain. 
Pada tahap ini, pertama-tama harus ditentukan bentuk elemen 
yang digunakan pada pemecahan model. Jenis elemen yang 
diambil harus menyesuaikan bentuk domain yang digunakan 
dalam model. Jika bentuk domain yang digunakan dalam 
model adalah 1-dimensi maka elemen yang dapat digunakan 
untuk mendiskritkan domain tersebut adalah elemen garis [8]. 
Bentuk umum untuk masalah 2-dimensi yang umum 
digunakan adalah bentuk elemen segitiga dan elemen kotak 
(rectangular) [4]. Sedangkan pada permasalahan model 
dengan bentuk 3-dimensi maka digunakan elemen prisma 
segienam dengan kekhususan yang berbeda [8]. Pada bagian 
ini harus ditentukan penomoran pada masing-masing elemen 
termasuk koordinat pada masing-masing node agar 
memberikan kemudahan dalam melakukan penggabungan 
dari solusi-solusi yang telah didiskritisasi [6].   
2. Menentukan bentuk fungsi aproksimasi.  
Fungsi interpolasi yang sering digunakan dalam 
menyelesaikan suatu model adalah fungsi linear, fungsi 
kuadratik, fungsi kubik ataupun fungsi polinomial tingkat 
tinggi lainnya. Pada elemen garis variabel yang digunakan 
hanyalah variabel  . Sedangkan untuk elemen luasan variabel 
yang digunakan adalah   dan   [8]. Dalam hal ini order dari 
fungsi aproksimasi harus ditentukan pada tiap-tiap node 
dalam setiap elemen [6]. Fungsi aproksimasi yang biasa 
digunakan adalah fungsi polynomial. Tingkatan dari fungsi 
ini juga ditentukan oleh jumlah node pada tiap elemen dan 
syarat kontinuitas yang digunakan pada batas elemen [4]. 
3. Perhitungan property elemen.  
Fungsi interpolasi yang telah ditentukan akan digunakan 
untuk menyelesaikan persamaan diferensial agar didapatkan 
sistem persamaan linear. Dalam hal ini ada beberapa cara 
yang dapat digunakan untuk mendapatkan sistem persamaan 
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tersebut antara lain dengan menggunakan pendekatan residu 
berbobot (weighted residue) [4]. 
4. Pembentukan sistem persamaan linear.  
Ketika digunakan metode Galerkin, fungsi weighting dari 
setiap nilai node yang tak diketahui harus ditentukan 
sedemikian hingga residual bobot pada masing-masing 
integral harus dievaluasi. Hal ini memberikan bentuk umum 
suatu persamaan linear pada satu nilai node yang tak 
diketahui [6]. Dari persamaan-persamaan linear tersebut 
kemudian digabung menjadi matriks global yang berukuran 
      dengan   adalah jumlah node pada keseluruhan sistem 
[4]. 
5. Penyelesaian sistem persamaan linear. 
Sistem persamaan linear yang telah terbentuk pada tahap 
sebelumnya akan diselesaikan pada tahap ini [6]. Dalam hal 
ini, jika persamaan linear yang akan diselesaikan melibatkan 
matriks yang berukuran besar maka akan digunakan bantuan 
komputer untuk menyelesaikan persamaan linear yang telah 
dibentuk [4]. 
6. Post hasil dari penyelesaian persamaan linear.  
Pada tahap tampilan proses pada tahap sebelumnya dengan 
bentuk grafik akan dibuat dengan menggunakan  software 
MATLAB [4]. 
 
2.5 Metode Weighted Residual (Residual Berbobot)  
 Metode residual berbobot menggunakan sebuah solusi 
aproksimasi yang digunakan dalam penyelesaian numerik suatu 
persamaan differensial. Saat solusi tersebut tidak memenuhi 
penyelesaian dari persamaan differensial, maka akan dihasilkan 
suatu nilai eror dari penyelesaian persamaan tersebut. Sebagai 
contoh saat akan diselesaikan persamaan differensial berikut 
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Jika    ( )  adalah solusi aproksimasi pada Persamaan (2.8) 
dengan asumsi bahwa 
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Maka    ( )  tidak akan memenuhi pada Persamaan (2.9). 
Oleh karena itu metode residual berbobot akan digunakan dalam 
penyeslesaian Persamaan (2.8) sehingga diperoleh 
 





Dimana  ( )  adalah fungsi residual dan   ( )  adalah fungsi 
bobot. Nilai fungsi bobot sama dengan nilai-nilai dari koefisien 
yang tak diketahui pada solusi aproksimasi. Dalam hal ini 
terdapat berbagai cara dalam menentukan solusi aproksimasi 
tersebut sehingga diperoleh penyelesaian numerik yang terbaik 
[4]. 
 
2.6 Metode Galerkin [4] 
Pada penggunaan metode Galerkin maka persamaan 
residual berbobot ∫   ( )  ( )   
 
 
 diselesaikan menggunakan 
  ( ) sebagai solusi aproksimasi. Saat diberikan permasalahan 
permasalahan diferensial sebagai berikut 
 
  
   
   
  ( )     (2.11) 
 
Maka secara eksak didapatkan penyelesaian Persamaan 
diferensial (2.11) sebagai berikut 
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Dengan menggunakan metode Galerkin maka akan ditemukan 
pendekatan  yang berbeda. Misalkan nilai bobot  ( ) sebagai 
berikut 
 





Sehingga dengan memisalkan fungsi residual sebagai berikut 
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Maka diperoleh persamaan residual berbobot menjadi 
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Saat dilakukan pengintegralan pada Persamaan (2.12) diperoleh 
 
   
   
   
 
    
 
   
 
Sehingga didapatkan penyelesaian sebagai berikut 
 
   
    
 
    
 
 
Maka solusi aproksimasi pada Persamaan (2.11) adalah 
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Bab ini akan dijelaskan langkah-langkah yang digunakan 
pada penyusunan Tugas Akhir. Dalam hal ini langkah-langkah 
yang digunakan adalah sebagai berikut: 
 
3.1 Tahapan Pelitian 
Pengerjaan Tugas Akhir ini akan di kerjakan dengan langkah-
langkah sebagai berikut : 
a. Studi Literatur 
Pada bagian ini akan dilakukan pencarian berbagai sumber 
yang dapat memudahkan dalam menyelesaikan permasalahan. 
Sumber tersebut dapat berasal dari Tugas Akhir, jurnal, buku 
maupun berbagai artikel yang berkaitan dengan permasalahan 
b. Pengkajian Model 
Pada tahap ini akan dilakukan pengkajian model aliran fluida 
dalam keadaan steady state agar dapat dipahami model aliran 
fluida pada struktur hidorlik dengan kondisi batas yang telah 
diasumsikan. 
c. Penentuan Domain 
Pada tahap ini akan ditentukan domain dari jenis elemen yang 
digunakan. 
d. Penentuan Fungsi Interpolasi 
Fungsi interpolasi akan ditentukan pada tahap ini. Fungsi 
interpolasi yang umum digunakan adalah bentuk fungsi 
polynomial. 
e. Perhitungan Elemen 
Pada bagian ini akan dilakukan subsitusi untuk fungsi 
interpolasi pada persamaan-persaman diferensial guna 






f. Pembentukan Sistem Persamaan Linear 
Pada tahap ini dilakukan penggabungan matriks-matriks yang 
telah dibentuk pada tahap sebelumnya menjadi matriks global 
berukuran      . Dalam hal ini ukuran matriks per-elemen 
adalah       dengan   adalah jumlah node keseluruhan 
domain. 
g. Penyelesaian Sistem Persamaan Linear 
Dalam tahap ini akan dicari penyelesaian dari system 
persamaan linear yang telah didapatkan pada tahap f. 
h. Simulasi model dengan software MATLAB 
Pada tahap ini dibuat simulasi dengan algoritma tertentu 
sehingga diperoleh simulasi yang sesuai dengan kondisi yang 
diinginkan. 
i. Penyusunan Tugas Akhir 
Pada tahap terakhir  disusun laporan hasil simulasi beserta 






















3.2 Diagram Alur Metode Penelitian 
Secara umum tahapan-tahapan yang dilakukan dalam 
menyelesaikan Tugas Akhir ini dapat ditampilkan dalam diagram 

























Gambar 3.1 Diagram Alur Penelitian 
Studi Literatur dan Pengkajian Model 
Penentuan Domain dan Penentuan 
Fungsi Interpolasi 
Perhitungan Elemen dan Pembentukan 
Sistem Persamaan Linear 
Penyelesaian Sistem Persamaan Linear 























ANALISIS DAN PEMBAHASAN 
 
Pada bab ini dijelaskan mengenai penyelesaian numerik 
pada persamaan diferensial parsial untuk fungsi aliran. Hal ini 
dilakukan dengan melakukan diskritisasi pada domain, 
menentukan fungsi aproksimasi, menghitung matriks kekakuan 
elemen, pembentukan sistem persamaan linear dan 
menyelesaikanya serta melakukan simulasi pada analisis tersebut 
menggunakan software MATLAB. 
Pada Tugas Akhir ini akan dibahas mengenai simulasi 
aliran pada pintu air. Kemudian diasumsikan bahwa jarak antara 
masukan (input) dan keluaran (output) air yang dilewati aliran 
adalah      dan tinggi air dari dasar sampai hulu adalah       
Serta diberikan tinggi bukaan pintu air yang berbeda yakni 
        ,        ,         , dan        Hal ini dapat dijelaskan 
pada Gambar 2.1. 
 
4.1 Diskritisasi Domain 
Diskritisasi domain pada Gambar 2.1 adalah sebagai 
berikut 
Gambar 4.1. Diskritisasi domain aliran air dibawah pintu air 
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Pada Gambar 4.1 diskritisasi domain pada model matematika 
dengan panjang sisi keluaran air dan masukan air      dan tinggi 
air      dibagi menjadi 4096 elemen dengan tinggi pintu air 
      . Pada diskritisasi yang lain contoh domain Gambar 4.1 
akan disesuaikan dengan tinggi pintu air. 
 
4.2 Elemen Linear Rektangular pada MEH  
Elemen linear rectangular yang memiliki panjang 2b dan 
lebar 2a seperti pada gambar berikut 
 
Gambar 4.2. Parameter untuk elemen segiempat [6] 
memiliki fungsi interpolasi sebagai berikut 
 
                  (4.1) 
 
Berdasarkan Gambar 4.2 nilai   pada fungsi interpolasi (4.1) 
untuk masing-masing node adalah sebagai berikut: 
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Dalam hal ini,       maka diperoleh 
 
   




Untuk nilai    berdasarkan nilai    pada Persamaan (4.2) maka 
 
   




Jika nilai   ,   , dan    disubsitusikan pada Persamaan (4.2) 




          
     
  
     
     
  
         
 
Sehingga berdasarkan nilai    tersebut maka diperoleh nilai    
yaitu 
 
   
               





Jika nilai-nilai   ,   ,    dan    disubsitusikan pada Persamaan 
(4.1) maka bentuk fungsi interpolasi yang baru yaitu 
 
     
     
  
  
     
  
  
               
   
   
 
Dalam hal ini nilai   tersebut dapat dituliskan sebagai berikut  
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)   (4.3) 
 
Dengan mendefinisikan fungsi bentuk yaitu  
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   (4.4) 
 
Sehingga saat dilakukan pensubsitusian Persamaan (4.4) pada 
(4.1) diperoleh Persamaan (4.5) yakni 
 
                      (4.5) 
 
Dimana   merupakan  fungsi aliran pada Persamaan (2.1). 
  
4.3 Persamaan Integral Pada Elemen Matriks 
Dalam menyelesaikan model matematika  fungsi aliran 
pada Persamaan (2.1) akan dilakukan penurunan persamaan 
tersebut menjadi bentuk residual sebagai berikut 
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  (4.6) 
 
Berdasarkan (4.5) saat diberikan integrasi pada (4.6) maka 
diperoleh Persamaan sebagai berikut 
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maka diperoleh persamaan sebagai berikut 
 
 ∫ [ ] 
   
























  (4.8) 
 
Dalam hal ini   adalah domain yang memiliki suatu kondisi batas 
seperti penjelasan pada Gambar 2.1. Untuk pembahasan  kondisi 
batas pada domain   akan dibahas pada subbab selanjutnya. Jika 
dilakukan cara yang sama pada Persamaan (4.5) untuk 
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maka Persamaan (4.9) memiliki bentuk baru sebagai berikut 
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Saat kedua Persamaan  (4.8) dan (4.10) disubsitusikan pada 
Persamaan  (4.5)  maka diperoleh 
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Dalam hal ini berlaku      [ ]      . Sehingga jika dilakukan 
subsitusi       [ ]       pada Persamaan (4.11) diperoleh 
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Persamaan (4.12) dapat dituliskan sebagai berikut 
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Dengan mendefinisikan  
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beserta gradient vektor yaitu 
 










] {    }  [ ]        (4.15) 
 
Sehingga karena berdasarkan (4.12) 
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Maka dengan subsitusi (4.13) dan (4.15) pada Persamaan (4.16) 
sehingga diperoleh  
 





dimana [ ]  adalah matriks transpose dari matriks [ ] sehingga 
dapat dituliskan sebagai berikut 
 







Persamaan (4.17) merupakan matriks kekakuan dari penyelesaian 
Permasalahan (2.1). Dalam hal ini fungsi bentuk pada Persamaan 
(4.13) untuk titik   adalah 
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Karena transformasi koordinat    kedalam koordinat    dengan 
    dan     sehingga diperoleh  
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maka fungsi bentuk pada koordinat    menjadi  
 
   (  
 
  
)    
 
  
    
 
sesuai dengan Persamaan (4.4). Oleh karena itu fungsi bentuk 
pada (4.13) untuk titik         jika dilakukan penurunan setelah 
dilakukan transformasi maka diperoleh hasil yang sama dengan 
pendiferensiasian Persamaan  (4.4) sehingga diperoleh 
 




   
       (4.18) 
 
Dan untuk turunan   untuk titik   pada (4.13) setelah dilakukan 
transformasi adalah 
 




   
       (4.19) 
 
Pada titik-titik yang lain pada fungsi interpolasi pada (4.13) 
setelah ditransformasi kedalam koordinat    diperoleh Persamaan 
(4.20) sebagai berikut: 
 
 Pada titik   dengan transformasi kedalam koordinat 
   sedemikian hingga 
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 Pada titik   dengan transformasi kedalam koordinat 
   sedemikian hingga 
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 Pada titik  dengan transformasi kedalam koordinat 
   sedemikian hingga 
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Setelah dilakukan subsitusi persamaan (4.20) pada Persamaan 
(4.17) nilai [ ]  menjadi 
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Saat Persamaan (4.21) disubsitusikan pada (4.17) Maka diperoleh 
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   (4.22) 
 
Jika dilakukan perhitungan pada elemen matriks kekakuan (4.22) 
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Dalam hal ini,  
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  (4.24)           
 
Dan untuk perhitungan kedua pada Persamaan (4.22) diperoleh 
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Sehingga saat pensubsitusian dilakukan pada Persamaan (4.23 - 
4.26) pada (4.2.2) diperoleh matriks kekakuan    sebagai berikut 
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4.4 Boundary Condition pada Elemen Matriks 
Dari Persamaan residual (4.13) diketahui bahwa  
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 √        (4.29) 
 
Berdasarkan bentuk umum kondisi batas dengan    adalah nilai 
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sehingga diperoleh    dan   √       . 
Dalam hal ini, didefinisikan 
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Beserta nilai   
   
 sebagai berikut 
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Untuk menyelesaikan kondisi batas pada permukaan bebas akan 
digunakan fungsi bentuk yaitu   ,   ,   dan    pada (4.4) 
dengan mengubah nilai   dan   kedalam koordinat   . Dalam hal 
ini       dan       maka fungsi bentuk pada Persamaan 
(4.4) menjadi  
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Dalam hal ini berdasarkan (4.30) diketahui bahwa 
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   (4.31) 
 
dengan     domain pada Gambar 2.1 yang memiliki kondisi 
batas. Jika menghitung sisi ij pada (4.31) maka         
sehingga Persamaan (4.31) menjadi 
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Pada (4.32) saat        maka      sehingga diperoleh 
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  (4.33) 
Sehingga saat Persamaan (4.33) disubsitusikan pada Persamaan 
(4.32) maka diperoleh Persamaan sebagai berikut dengan     
panjang sisi    
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]  (4.34) 
  
Dengan perhitungan yang sama untuk sisi yang lainnya pada 
(4.32) dengan   panjang masing-masing sisi untuk elemen 
rectangular sedemikian hingga diperoleh  
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]    (4.35) 
 
 
Untuk kondisi batas pada Persamaan (4.31) yakni 
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Pada sisi ij untuk Persamaan (4.31) maka         sehingga 
untuk      diperoleh  
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Pada sisi yang lain diperoleh sebagai berikut: 
1. ,  
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] untuk sisi    
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4.7 Hasil Simulasi 
Pada subbab ini akan dijelaskan hasil simulasi aliran 
menggunakan metode elemen hingga. Hasil simulasi tersebut 
kemudian akan dibandingkan dengan hasil penelitian yang 
dilakukan oleh Mohammad Javad Kazemzadeh yang 
menggunakan metode lain yaitu SFGFEM. Dalam hal ini 
berdasarkan kondisi batas pada model matematika aliran air, nilai 
fungsi aliran             terjadi pada permukaan bebas dan 
pada pintu air. Hal ini dapat dilihat berdasarkan hasil simulasi 
yakni semakin merah warna dari grafik maka semakin besar nilai 
fungsi aliran (flow discharge) yang dihasilkan sesuai dengan garis 
alir pada grafik tersebut. Hasil simulasi aliran air secara lengkap 
dapat dilihat berdasarkan grafik dibawah ini. 
 
Gambar 4.3. Skema Aliran Hasil Simulasi untuk Tinggi Pintu        
Pada  Gambar 4.3 tinggi pintu air yang diasumsikan adalah        
dari dasar aliran. Terlihat bahwa garis aliran air dibawah pintu air 
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hampir sejajar dengan arah pergerakan di awal pada bagian 
masukan (input section). Dalam hal ini tidak terjadi penurunan 
tajam pada garis aliran tersebut. Untuk tinggi pintu air sebesar 
         dapat dilihat pada Gambar 4.4 berikut. 
 
Gambar 4.4. Skema Aliran Hasil Simulasi untuk Tinggi Pintu Air           
Pada Gambar 4.4 diatas terlihat mulai adanya penurunan lebih 
tajam pada garis alir jika dibandingkan dengan Gambar 4.3. 
Dalam hal ini, aliran air yang berada pada garis alir yang sama 
memiliki nilai fungsi aliran yang serupa. Dapat diketahui bahwa 
pada gambar tersebut tidak terjadi perpotongan antara garis alir 
yang melewati pintu air mulai dari masukan air (input section) 
hingga bagian keluaran air (output section). Pada gambar 
selanjutnya adalah grafik fungsi aliran dengan tinggi pintu air 




Gambar 4.5. Skema Aliran Hasil Simulasi untuk Tinggi Pintu Air          
Pada Gambar 4.5 mulai terlihat adanya penurunan tajam pada 
aliran air. Dalam gambar tersebut, aliran air yang bersifat laminer 
akan mengikuti penurunan yang semakin tajam sehingga tidak 
akan terjadi adanya perpotongan pada aliran tersebut. Hal tersebut 
sesuai dengan definisi aliran laminar bahwa pada aliran tersebut 
akan mengikuti aliran yang sejajar dan tidak terjadi percampuran 
aliran air yang sejajar. Dapat dilihat pada gambar tersebut garis 
alir muncul sebagai warna yang sejajar sesuai definisi aliran 
laminer. Untuk tinggi pintu air yang terakhir yaitu sebesar 




Gambar 4.6. Skema Aliran Hasil Simulasi untuk Tinggi Pintu Air           
Pada Gambar 4.6 terlihat adanya penurunan tajam pada garis alir 
dibawah pintu air. Hal ini sesuai dengan rumusan masalah awal 
bahwa aliran air bergerak secara laminer. Dalam hal ini, 
meskipun terjadi penurunan tajam pada grafik tersebut tidak ada 
perpotongan pada aliran air yang berdekatan. 
Berdasarkan hasil tersebut dengan adanya perubahan 
ketinggian pada pintu air tidak ada pengaruh yang signifikan pada 
aliran air. Juga dapat dilihat bahwa terbentuk suatu garis alir pada 
permukaan bebas sehingga dapat disimpulkan bahwa kondisi 
batas pada persamaan matematika fungsi aliran telah terpenuhi. 
Berdasarkan hasil simulasi menggunakan software 
MATLAB terlihat bahwa debit air (flow discharge) minimum 
terjadi pada dasar aliran air. Dalam hal ini debit air (flow 
discharge) maksimum terjadi pada permukaan bebas dan aliran 
air yang bersentuhan langsung dengan pintu air. Pada penelitian 
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yang dilakukan oleh Mohammad Javad Kazemzadeh berdasarkan 
Gambar 2.2, aliran air yang diasumsikan adalah aliran yang 
bersifat laminar. Sehingga Pada gambar tersebut dapat dilihat 
bahwa tidak terjadi perpotongan antara garis aliran air yang 
berdekatan. Dalam hal ini kondisi batas dengan nilai inisial 
            terjadi pada permukaan bebas dan pintu air. 
Selanjutnya dapat dilihat pada perubahan warna yang terjadi pada 
Gambar 2 nilai maksimum fungsi aliran terjadi pada permukaan 
bebas dan pintu air.  
Perbandingan penggunaan metode elemen hingga dan 
SFGFEM yang dilakukan oleh Moh. Javad pada aliran pintu air 
tidak menemui perbedaan yang signifikan. Hal ini dapat dilihat 
berdasarkan grafik yang dihasilkan oleh MEH (pada Gambar 4.3 
s/d Gambar 4.6) dan grafik yang dihasilkan oleh SFGFEM (pada 
Gambar 2.2) bahwa perubahan warna pada grafik-grafik tersebut 
serupa. Berdasarkan hal tersebut dapat diketahui bahwa 
penggunaan metode elemen hingga yang diberikan dalam buku 
ini dan penggunaan SFGFEM yang dilakukan oleh Mohammad 
Javad Kazemzadeh pada simulasi numerik fungsi aliran pada 
pintu air sesuai. Sehingga dapat disimpulkan bahwa metode 
elemen hingga dapat digunakan secara efektif untuk 









































KESIMPULAN DAN SARAN 
 
5.1 Kesimpulan 
Kesimpulan penulisan Tugas Akhir ini adalah suatu 
gambaran simulasi aliran air pada pintu air dengan menggunakan 
metode elemen hingga. 
Pada Tugas Akhir ini diperoleh diskritisasi domain 
menjadi elemen-elemen kecil berjumlah 4096 elemen dengan 
tinggi pintu air sebesar       . Untuk diskritisasi elemen lain 
dapat disesuaikan sesuai dengan tinggi pintu air. 
Selanjutnya pada Tugas Akhir ini juga diperoleh solusi 
numerik  persamaan aliran air pada pintu air. Semakin dekat 
dengan pintu air maka debit air akan semakin besar. Sehingga 
kondisi batas pada persamaan aliran air telah terpenuhi.  
Dari hasil simulasi menggunakan software MATLAB 
terlihat bahwa terdapat garis alir pada grafik tersebut yang 
menyatakan bahwa debit air pada garis tersebut serupa. Dalam hal 
ini dapat diketahui bahwa dengan adanya perubahan warna yang 
signifikan pada aliran air maka telah terjadi adanya perbedaan 
besar debit air pada grafik tersebut. Berdasarkan hasil simulasi 
terlihat bahwa debit air (flow discharge) minimum terjadi pada 
dasar aliran air dan debit air (flow discharge) maksimum terjadi 
pada permukaan bebas beserta aliran air yang bersentuhan 
langsung dengan pintu air. Jika dibandingkan hasil penggunaan 
metode elemen hingga pada permasalahan aliran air ini dengan 
hasil penelitian yang dilakukan oleh Mohammad Javad 
Kazemzadeh menggunakan SFGFEM diperoleh kesimpulan 
bahwa hasil yang diperoleh sesuai. Sehingga penggunaan metode 
elemen hingga pada model matematika fungsi alir  dapat 








Perlu adanya penelitian lebih lanjut mengenai metode 
terbaik dalam menyelesaikan permasalahan aliran. Sehingga 
semakin baik hasil yang diperoleh pada permasalahan aliran. 
Pada penulisan Tugas Akhir ini digunakan metode 
elemen hingga guna menyelesaikan permasalahan aliran fluida. 
Perlu adanya percobaan lain menggunakan metode yang lebih 
baik. Misalkan menggunakan metode elemen batas, metode 
volume hingga ataupun metode lain yang dapat menghasilkan 
hasil yang lebih baik. Dalam hal ini hasil yang diperoleh dengan 
menggunakan metode-metode tersebut akan lebih baik jika 
terdapat nilai eror beserta kajian terhadap eror tersebut 
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